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A PROPOS D’UN PROBLGME 
DE PBNALISATION DE TYPE ANTISYMfiTRIQUE 
Par Jean-Yves CHEMIN 
REsuMG. - Dam ce texte, on se propose de demontrer qu’un modele d’equation primitive de I’atmosphere est 
globalement bien pose lorsqu’il est suffisamment proche du modtle quasi-geostrophique. 
ABSTRACT. - In this text, we prove that a model of primitive equations of the atmosphere is globally wellposed 
when it is sufficiently close to the quasi-geostrophic model. 
Introduction 
Dans tout cet article, nous dksignerons par U un couple (II, T) oti ‘II est un champ de 
vecteurs sur R3 dtpendant du temps et T une fonction scalaire, tous deux dependant de 
la variable (t, X) de R+ x R3. Dans tout ce texte, nous dksignerons par H” l’espace de 
Sobolev homogkne sur R”, c’est-A-dire l’ensemble des distributions tempCrCes u telles que 
Rappelons que cet espace est de Hilbert dks que s < 3/2. On se propose d’ktudier le 
modkle suivant: 
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c II’;?, et div 71 = c i? j ’ ! ‘ j ,  
/=1 j=l 
et ou v et II’ designent deux nombres reels strictement positifs. 
Nous nous concentrerons ici sur l’etude mathematique de ce systeme et notamment 
sur le passage a la limite quand t tend vers 0. Lorsque l’on fait tendre t vers 0, on 
donne beaucoup d’importance aux termes qui sont divises par 6; ce sont eux les termes 
dits penalis&. Pour des travaux conduisant a des modeles de ce type, le lecteur pourra 
consulter ies travaux de modelisation en climatologie de J.-L. Lions, R. Temam et S. Wang 
(voir [lo]) ainsi que le survol de J.-L. Lions (voir [9]). Signalons Cgalement que, dans [I], 
T. Beale et A. Bourgeois Ctudient, dans le cas ou 71 = 71’ = 0, un modttle de ce type. Par 
souci de simplicite, nous l’avons ici tres legerement simplifie. 
Bcrivons tout d’abord le systeme (%,) sous la forme plus compacte suivante. En 
posant U ‘sf (*rj,T) = (1:1,G.~/r3.T), on a : 
{ 
i)+U + ‘0. VI/ - Lli + F--~AU = F+-W.0) 
(=,) tliv II = 0 
I/t,o = U,, . 
la matrice A Ctant definie par : 
,1 : 
0 -1 0 0 
1 0 0 0 
= t 
0 0 0 1 
0 0 -1 0 i 
et l’operateur L par LU = (VA %I, v/AT). Remarquons immediatement que, formellement, 
le systeme (??I?<) verifie l’estimation d’energie 
parce que, d’une part, la divergence du champ de vecteurs 11 est nulle et, d’autre part, la 
matrice A est antisymetrique. Le fait remarquable est que le parametre F n’apparait pas 
dans les estimations d’energie L’. Nous verrons qu’il n’apparait pas non plus dans les 
estimations d’energie dans les espaces de Sobolev. 
C’est ce fait qui distingue ce probleme de penalisation de beaucoup de problemes 
classiques de penalisation. Prenons par exemple le probleme de la penalisation de la 
divergence pour l’obtention de l’equation Navier-Stokes incompressible. Considerons le 
systeme 
1 1 
8,~ + II . VVI + 5(div U),U - ~Au - -V chv ‘71 = 0. 
f 
Dans [8], J.-L. Lions a demontre que la famille (vt) convergeait vers une solution de 
l’equation de Navier-Stokes. L’estimation d’energie sur ce systeme est : 
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Le fait que 
joue un role important dans la demonstration. 
Comme nous l’avons vu, dans le probleme que nous regardons ici, le terme de 
penalisation n’apparait pas dans les estimations d’energie. Son seul role semble Ctre 
de gCnCrer des oscillations en temps de plus en plus rapide a mesure que E tend vets 0. 
Nous verrons que cela contribue a la stabilisation du sysdme, c’est-a-dire a l’existence 
de solutions globales regulieres. 
Pour introduire les theoremes demontres dans cet article, nous allons determiner 
formellement le sysdme limite. Considerons une famille ((7~~) @F))O<Flto une famille 
de solutions de (E,) et supposons qu’elle converge vers un couple (??, a). Supposons 
que cette convergence soit suffisamment forte pour permettre un passage a la limite dans 
les termes non lineaires, il est clair que l’on doit avoir 
lim T, + d~@~ = 0: 
F’cc 
lim ,u: = 0. e+oo 
Ceci implique que, si I’on pose Vi f Ef (-8, f, dr f), on a 
Ces relations sont connues dans la litterature sous le nom de conditions quasi- 
geostrophiques. Le systeme que l’on obtient par ce passage formel 8 la limite peut 
s’ecrire de la facon suivante: 
ou les inconnues sont (is, T, 5) ainsi que (w, q). Remarquons que V est un champ de 
vecteurs a deux composantes qui depend de trois variables et dont la divergence est nulle 
alors que w est un champ de vecteurs sur R3. 
Nous allons simplifier l’ecriture du systeme (EQG) ci-dessus en introduisant le tourbillon 
potentiel, quantite qui jouera un role crucial dans tout I’article. 
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Cette quantitt? jouera pour le syskme ktudiC ici un r8le analogue B celui du tourbillon en 
mkanique des fluides bidimensionnels. En effet, si l’on dCfinit I’opCrateur sur H-l(R”) par 
Les conditions quasi-gkostrophiques peuvent s’krire 
De plus, on peut calculer a+fi + ;i Vfi pour une solution du systkme (EQG). On trouve 
alors que le systkme (EQG) est kquivalent 2 : 
Une estimation d’knergie L* sur ce systkme assure que. si 
/I/ - 71’1 < ;. 
alors on a 
G&e aux conditions quasi-gkostrophiques, ceci fournit sur (3;. ?), une estimation dans 
l’espace L”(R+; H1) n L2(R+. Hz). La theorie classique des systkmes paraboliques 
assure que le systkme (QGS) est globalement bien posC dans H1. 
Le but de cet article est de dCmontrer que si l’on est suffisamment proche du systkme 
(QGS), c’est-&dire essentiellement si F est assez petit, alors le systkme (%,) est 
globalement bien posC. 
La thCorie de Fujita et Kato (voir [6] et [2] pour des dkloppements rkents) dit que des 
systkmes du type (?%,) sont globalement bien pods pour des donnkes initiales petites en 
norme H4. Dans cet article, nous obtiendrons un resultat d’existence et d’unicitk globale 
lorsque t est suffisamment petit et pour des donnkes initiales telles que la partie p&alike 
soit elle aussi, suffisamment petite. 
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L’article sera structure comme suit : 
l dans la premiere partie, nous Cnoncerons precisement un theoreme d’existence et 
d’unicite globale et un thtoreme de convergence, puis nous ferons quelques commentaires 
a leur sujet; 
l dans le deuxieme partie, nous demontrerons le theoreme d’existence et d’unicite globale; 
l dans la troisieme et dernihe partie, nous prouverons le theoreme de convergence vers 
le systeme (QGS). 
1. IhoncC des kultats 
Definissons maintenant la partie dite oscillante, c’est-a-dire la partie sur laquelle la 
penalisation agit. 
DEFINITION 1.1. - Suit U = (~1, T), on d@nit alors UO,q,. et UQ, par 
U,,9, = (vosc, To,,) avec 
Il,t,sc = 79 + &A-lo, 
L” = 112 - &&lR. 
&” II f$ 
T,,?,. = T + ?&K1b2 et 
u,, = u - uo,y,.. 
Remarquons tout de suite que, pour tout reel s, on a 
(Uo,s,jU)w = (AU,,&&~ = 0. 
II est clair que, pour tout reel s, la norme 
est equivalente a la norme /Ulz. Pour alleger les notations, nous designerons indifferemment 
par IU 1: la (semi-) norme dans l’espace H” et les quantites 
IW-1 + IKx3cl3 et IUQGI: + lUoscl~. 
Le theoreme demontre est le suivant. 
TH~OR~ME 1.1. - I1 existe une constante c (strictement infe’rieure & 1) telle que, si 
(1) II/ - 71’1 2 CI/ 
et si la don&e U, appartient 2 H1 n H-l et ve’ri$e : 
(2) 
(3) 
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alors le systhne (PE,) est glohalement bien pose’, c’est-h-dire qu’il admet une unique 
solution globale appartenant & C(R+; H1) n L’(R+: H2) et ve’ri$ant 
l?non~ons maintenant un theoreme de convergence dans le cadre des donnees initiales 
bien preparees. 
TH~OR~~ME 1.2. - Soit (UO.F)FE~O,FO~ une famille de donnk initiales born&es dans H1 
telles qu ‘il existe UO,QG tel que l’on ait 
Alors, la famille (UE)FE~O,fO~ de solutions de (f%,) avec don&e initiale Ucj.E converge vers 
la solution U,, de (QGS) avec donnkes initiales Uo,Qc: et ce dans L”(R+; Hl-“) f~ 
L’(R+, H2-“) pour tout r) strictement positf. Plus prtfcisement, on a 
lim(U, - U,,,,,) = UQG dans t--to L”(R+: H1) n L’(R+. H2). 
Ce theoreme est demontre, uniquement sur un intervalle de temps fixe dans le cadre de 
l’equation de Navier-Stokes sur le tore T3 par E. Grenier dans [7]. Pour des viscosites 
nulles et sur le tore T3, T. Beale et A. Bourgeois demontrent dans [l] un resultat de 
convergence, sur un intervalle de temps fixe et dans le cas de viscosites nulles. 
2. Dkmonstration du thCor&me d’unicitd globale 
La demonstration comporte trois Ctapes : 
l une premiere consiste a transformer le systeme (B,) en le systeme (PE,); sous cette 
forme, le terme F-~AITJ~~~ apparai t nettement, ce qui permet une majoration de 
&u(t) + fAl;,,s,(tj : 
-I 
l la deuxieme est une “diagonalisation” du systeme, ce qui signifie que l’on &pare 
autant que faire ce peut la partie oscillante U,,,, de la partie non oscillante 62. Ceci conduit 
au systbme (DPE,) et a l’observation du fait que, si ]UOsJt)], reste petit devant la 
viscosite V, on obtient une estimation de type lineaire sur la norme H1 de U; 
l la troisieme consiste a deriver en temps le systbme (PE,) et a appliquer les deux 
remarques precedentes, c’est-a-dire les Propositions 2.1 et 2.2. 
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Premihe &ape 
Comme dans le cas des Cquations de la mkanique des fluides incompressibles, utilisons la 
contrainte sur la divergence de II pour dherminer a. En appliquant l’opkateur divergence 
au sysdme, on trouve : 
La condition de divergence nulle implique alors que 
A@ = 62 + FAP avec 1) = - C i3,i3jA-1(~~‘~‘J). 
l<r..j<3 
Ceci dkmontre que le systkme (G)F est equivalent au systhme suivant : 
F% 
&U + 71 . VU - LlJ + ~+Ali,,~,. = GP(U. U) 
Ujt,o = U. avec 
(4) GP(U, U) = (-Vp,O) = (V 1 i3;i),A-‘(li’vJ).O). 
l<i,j<3 - 
Ayant mis le systkme de dkpart sous cette forme, nous pouvons dks maintenant exposer 
une des idCes de la dkmonstration. 
PROPOSITION 2.1. - Soit U une solution de (PE,) qui est continue en temps b valeurs 
duns H1 n L2. On a ah-s les estimations suivantes : 
(5) &U(t) + ;AUo,s(t) L 4u(t)ll + clw)lllu(~)l$. 
-1 
(6) &U(t) + +&s,(r) 5 74Wl2 + ClW)l2lW)l+. 
0 
La dkmonstration est t&s simple. 11 suffit d’kcrire le syst?me sous la forme 
&U(t) +, iAU&t) = LU - 71. VU + GP(U. U). 
Rappelons alors que 
labI 5 Clulllbl+ et que Iah 5 C(l42lbll + /bl21”/& 2 2 
il en r&&e que 
Iv. VU + GP(U. U)l-l 5 CIUIIIUI+ et que 171. V1J + GP(U, U)10 2 CIU12jUl+. 
D’oti la Proposition puisque JLUI-1 5 VIU(t)ll. 
Remarque. - Grke B cette Proposition, toute estimation sur l&Ul-l donnera une 
estimation sur c- lIAU,,srI-l et done sur F-~IU~,~~~-~ p uis ue .q 1 a matrice A est inversible. 
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Deuxihme &ape 
fitablissons l’equation satisfaite par 
il est clair que 
$2, puis celle verifiee par U,,,,.. Par definition de 
Calculons le terme (&(?I - IJ,,~,.)) V(T - T<>,,,). Par definition, on a 
&(v - v,,~,) = (-i)2&A-1R, &&Ae1S2. 0) et T - T~l,sr = -iJ3Ae112: 
d’ou il resulte que 
C’est a ce point de la demonstration que I’on a utilise tout particulikrement la forme 
speciale du systeme. Par contre, le calcul du terme Q est saris interet et done omis. Le 
systeme (PE), est alors equivalent au systeme (DPE,) defini ci-dessous : 
&b2 + 71 Vi2 - YAO = (7) - v’)&AT + q(U,,,s,, U) 
(DPE,) 
i 
~tUo,, + ‘II Oli,,,, - uAU,,~,, + F-~AU<,,~~ = Q(U, U) 
liltEo = UC,. avec 
-(u - 748;T + &A-lq(U<>,s,,,.. U) - [?I V, &A-l]O 1. 
Les inegalites relatives aux termes q et Q sont regroupees dans le Lemme suivant : 
LEMME 2.1. - I1 existe me constante C telle que 1 ‘on nit 
(7) lq(uo.s? U)l-1 L qUoscl+lU12r 
(8) (Q(V U)IUosc)~l 5 WLl+ IUl; + Cl71 - ~‘1 x Iul;. 
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Pour demontrer l’inegalite (7) il suffit d’appliquer systematiquement le fait que 
D’apres les theoremes 2.4.1 et 2.4.2 de [5], on a 
de plus, on a 
Enfin, il est clair que 
L,‘inCgalitC (8) et ainsi le Lemme sont demontres. 
Nous pouvons maintenant formuler precisement la seconde idee de la demonstration au 
travers de la proposition suivante. 
PROPOSITION 2.2. - Soit U E C( [O, T*[; H1) n J!$,( [O, T*[; H2) um solution de (PE,). 
ah-s l’implication suivante est vraie. 
(10) (VT 5 t. pL-(T)l$ I cv) =+ lu(t)lq + 11 i . 0 
Remarque. - Par rapport au cas des equations de Navier-Stokes usuelles, oti pour avoir 
une inegalite de ce type, il faut que lUl+ soit petite, ici, seule la norme dans l’espace 
de Sobolev d’indice l/2 de la partie dite oscillante U,,, doit etre supposee petite. Ceci, 
crucial pour demontrer le Theo&me, est une consequence de la forme particuliere du terme 
q( U,,, , U) apparaissant dans l’equation (DPE,). 
Demontrons la proposition. Par estimation d’energie L2 dans l’equation sur le tourbillon 
potentiel 0, on a, grace a la nullite de la divergence de ‘u : 
~l12/t)l; + 24W)lf L 21v - V’I x lwl; + qq(Uo%-(t). w))lqt))LJ. 
II est clair que 
2(q(Uosc(t). qt))lqq)L? L +sm-@)> U(t))l-lIU(t)l2. 
D’apres le Lemme 2.1, on a 
il en resulte que 
(11) g/12(1)/5 + 24qql: 5 Clv - 11’1 x lu(ql; + cluo.&)lp(t)l~. 
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fitudions maintenant l’evolution de la norme II1 du terme oscillant I/,,s,.. Par estimation 
d’energie en norme H’ sur ce terme, on a : 
Majorons (II DUonc~Uo,sc)~~ Par definition de l’espace HI. on a 
il vient alors 
Comme la divergence de II est nulle, le premier terme du membre de droite de l’egalite 
ci-dessus est nulle. Ensuite, on utilise que 
puis l’inegalite (9) pour affirmer que 
I(IJ V~Jo.s~.IUosr~)~~ I L Cl~Jo,s,l+ I#. 
De l’inegalite ci-dessus et de l’estimation (1 l), on deduit que 
$(r)l: + a+!Y(t)l; 5 Clv - v’l x Irqt)l; + clu<,s&)l~lc’!t)l;. 
I , 
La condition (1) sur les viscosites et l’hypothese disant que, pour tout T inferieur ou tgal 
a t, on a lUo,sc(~)l~ < cv, assurent que 
La proposition en resulte immediatement par integration. En utilisant l’inegalite 
d’interpolation entre la norme H* et la norme HI, on a l’inegalite : 
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D’apres l’inegalitt de Cauchy-Schwarz, on a done 
En se souvenant que I’energie est conservee et en appliquant la Proposition 2.2, on trouve 
On vient de demontrer le corollaire suivant : 
COROLLAIRE 2.1. - Soit U une solution de (PE,) appartenant h C([O,T*[; H1) n 
Lf(],.( [0, T*[; H2), l’implication suivante est vraie : 
Remarque. - Ce corollaire est tres important, car il est bien connu que la norme L2 
en temps a valeurs H% est une norme qui controle une equation parabolique de type 
Navier-Stokes (voir par exemple [3] ou [4]). 
Troisi&me &ape 
Relions maintenant les deux idees que nous venons d’exposer. Nous allons demontrer 
la proposition suivante : 
PROPOSITION 2.3. - Soit U une solution C( [0, T[; H1) n L2( [O. T[: H2) du syst.?me (PE,). 
Alors, on a, pour tout t E [O; T[, 
lLc(~)l-l 5 (lUO,oncl-I + cMlluol~) exp (yh;(17)- ; 
Pour cela, derivons en temps le systeme (FE,). On obtient alors le systeme (OPE,) 
suivant, en posant 3JJ = U(l): 
{ 
&U(1) + II . VU(l) - LU@) + F?AU;,;;. = (-O&p, 0) - &v . VU 
(aPEe) div 71 = 0 
u(l) - i3 u - . It=0 - t p-0 
On pro&de par estimation d’energie sur ce systeme. Tout d’abord, observons que l’on a, 
par definition de la matrice A et de U,,?,. : 
AU,,, . U = -II&$ + &,v2 + v’T,,, - v;,,.T 
= (v” - v;,Jd - (v’ - v;,,.)u2 + v~(T,,~ - T) 
= vldlA-lR + v~L?~A-~~I + &&A-‘fl 
= v . VA-‘0. 
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Le champ de vecteurs u &ant de divergence nulle, on en deduit par integration par parties 
que, pour tout reel s : 
L’estimation d’energie sur ce sysdme (i3PE,) va maintenant resulter du lemme suivant. 
demontre par exemple dans [3] ou [4]. 
LEMME 2.2. - Pour tout re’el s de 1 ‘intervalle ] - 1 - 312, 1 + 3/2[, il existe une constLmte 
CT telle que, pour tout champ de vecteurs de divergence nulle ‘0 uppartenant ti H f et pour 
toute ,fonction a appurtenant ir H”, on ait : 
(13 I(lI . Oo,la), I 5 GIUI~ IaI,&l,~+1. 
Pour tout re’el s de l’intewalle ] - 3/2.3/2[, 1 i existe une constante C telle que, pour 
tout champ de vecteurs de divergence nulle u appartenant & H”, et pour toute ,fonction (I 
uppartenant 13 Hj, on ait : 
(16) 1’1’ V&1 2 cll!l,&+. 
Appliquons ces inegalites au systeme (i3PE,) avec s = - 1, il en resulte que 
;lu”‘it)l’l + 21/lw(t)l; 5 clrrc”(t)l(~~u(l)(b)l~llu(t)~~. 
Ainsi, il vient 
De l’inegalite ci-dessus, on deduit que 
Par integration, on en deduit que 
(17) IU(1)(t)121 + .u i’ I lJ(l)(r)l@- 5 ~W(O)~1, exp 
. 0 
(; i’ li.ir)li_rn) 
Majorons maintenant (U(l)(0)(-I. Le parametre F va se manifester ici. Appliquons la 
Proposition 2.1 au temps t = 0. L’inegalite triangulaire assure alors que 
Or, on a JUO]+ > cv, sinon, le probleme est globalement bien pose (voir l’article original 
de Fujita et Kato [6] ou bien par exemple [2] ou [3]). La presente etude est alors saris 
objet. On en deduit done que 
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D’oh l’in6galitC suivante: 
[Jtilisons B nouveau la Proposition 2.1, mais h l’instant t cette fois. Toujours g&e h 
l’in6galitC triangulaire, on trouve que : 
(19) 
(20) 
IAUosc(t)l-l I cIU(‘)(t)l-1 + tvlU(t)ll + tlU(t)lllU(t)l+ et 
IAiY&.(t)l; < 2~~IU(~)(t)f, + Cf”v”lU(t)l: + ~“lU(t)l$U(t)l;. 2 
Une inCgalitC classique sur les Cquations de type Navier-Stokes (voir par exemple 131, 
ou bien utiliser le Lemme 2.2 comme ci-dessus) affirme que, si s appartient B I’intervalle 
] - l,l], on a 
(‘Ll) lu(t)lf + v .It IU(r)lf+&~ 5 I3l: =I’ (f ll’ l,:l,)l$q. 
En appliquant cette inCgalitC ainsi que les estimations (18) et (19), il vient : 
u 
IAu<wc(t)l-~ 5 (IUo.w-I + +Jol$Jol~ + ~~l~Jol~)w (g Jc’ IU(r)ljdr) 
Nous avons d6jh vu que l’on pouvait supposer que I UC, I+ Ctait supCrieure ou 6gale h CU. On 
dCduit alors de l’inversibilite de la matrice A que, pour tout t de l’intervalle [O: T*[, on a 
(22) lU<,,&)l-I i (l~o.os~l-l + cwolll~ol~) =P (c.I’l.(,,l;+ ; 
DCmontrons maintenant la seconde idgaliti de la proposition. D’aprh 1’inCgalitC (18), 
on dCduit de l’estimation (20) que : 
v 
I 
‘t IAU,,,.(r)l~d~ < 
* 0 
Itqr)I; + Ch2(v2 + Iu(r)l;)lu(r)l;)d7 
5 
+ CVf2 I’(v2 + lTT(r)l~)lu(r)/;dr) exp (; it lu(r)lpr). 
. 0 
De l’in6galitC (21), on dCduit que 
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La matrice A est inversible et l’on peut supposer /U,, I+ > CV; d’oti il vient que : 
D’oti la Proposition 2.3. 
Appliquons le Corollaire 2.1 qui affirme que, tant que ICJ~,,s,.(t)I+ est inferieure ou Cgale 
a c71. alors 
On deduit alors de la Proposition 2.3 que, tant que [U,,,.+,.(t)1 f reste inferieure ou Cgale 
21 ~71. on a 
(23) 
En remarquant que 
et en appliquant la Proposition 2.2, on deduit de l’inegalite (23) que si lUo,yc(t)l+ reste 
inferieure ou Cgale a CV, alors 
IL&)l~ F (lUO,oncl-llUOIf + cluol:luol+xP (lvo~~hl~lo). 
Si les hypotheses du ThCoreme 1.1 sont satisfaites, la norme IUosc(t)l+ reste ainsi 
toujours inferieure a ~71. La Proposition 2.2 assure alors que la norme H1 de la solution U 
reste bornee, ce qui conclut la demonstration du Theo&me 1.1. 
3. DCmonstration du thkoritme de convergence 
Demontrons maintenant le Theoreme 1.2. D’apres les hypotheses, il existe un reel co 
strictement positif tel que, pour tout c 5 co, il existe une solution globale reguliere 
du systeme (PE,). La pat-tie oscillante U,~,,,s, ne pose pas de probleme. En effet, les 
inegalites (23) et (24) assurent que 
lim lU0 
fi0 .w&I = o =+’ c’:; jIU~.~,.~~IILr(R+:H~I) + IIUe,o,&~(Rt x R’) = 0. 
D’apres le Theo&me I. 1, la famille (UF) est bornee dans I’espace 
Lm(R+; L2 n H1) n L2(R+, Hz). 
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Par interpolation, on en deduit done que, pour tout u de l’intervalle [O, l[, on a : 
!I_mo lI~f~,c,oscll-l = (1 3 !‘i”, IIUF,oncllL-qR+;H~) + IIUF.OS(.IILL(R+:H~+‘) = 0. 
II reste done a demontrer que la famille ([IF) converge fortement. Pour ce faire, Ctablissons 
une condition de Cauchy dans l’espace 
L”(R+; L2) n L2(R+; H1). 
Pour cela, Ctudions la difference 0, - (I,,. On a 
Faisons une estimation d’energie L2 sur 12, - &,. Nous avons les inegalites suivantes : 
(26) k@~,OSC, Ue)lC - fb)LJ 5 14vLxx> u~)l-ll~~ - WI 
F cl~ws,.I)I~~121~, - Cl1 
De plus, il est clair que 
-(u - u’)(d,2(R, - Q+)pF - b2,()L2 5 Iv - U’I x 112, - 6&I; 
5 $2, - a,& 
Pour majorer (( vu, - vg) . Vb2,f p, - 62,,) ~2, nous allons distinguer la partie oscillante et la 
partie quasi-geostrophique de V. Grace aux proprietes du produit dans les espaces IIs, on a : 
l’oujours grace aux propriCk% du produit dans les espaces IF, on a aussi : 
(28) ((VF,QG - V&,QG) . V&f p, - &,)L1 
5 cI(‘uc’,QG -7&,&G) ’ vf&-11% - %[I 
5 CIQ.QG - v,,~~l~IV%~l-)lfb - fbl1 
I Cl%, - Q2,101U,~l;p2 - Cl1 
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Finalement, il resulte des inegalites (26)-(28) : 
Par integration, on trouve que, pour tout f positif : 
D’apres le Corollaire 2.1, on deduit de I’inegalite precedente que 
La famille (UOjO.F) est bornee dans L* n H I, done la famille (Q,) verifie une condition de 
Cauchy lorsque t tend vers 0 dans l’espace L”(R+: L*) n L”(R+: I?). Le Theo&me I .2 
de convergence est ainsi demontre. 
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